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Dans tout l’exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n ( n ⩾ 2 ).
Partie I — Préliminaires

1. On considère un projecteur p de E, c’est-à-dire un endomorphisme de E tel que p ◦ p = p.
(a) Montrer que E = Ker(p)

⊕
Im(p)

(b) Établir que Im(p) = Ker(Id− p)

(c) Notons r = Rang(p). Montrer qu’il existe une base (e1, · · · , en) une base de E telle que

∀k ∈ J1, rK, p(ek) = ek, ∀k ∈ Jr + 1, nK, p(ek) = 0E

(d) En écrivant la matrice de p dans la base (e1, · · · , en), montrer que Rg(p) = Tr(p)

2. Montrer par récurrence sur k (k ∈ N∗) que, si E1, . . . , Ek sont des sous-espaces vectoriels de E, alors on a l’inégalité :

dim(E1 + · · ·+ Ek) ⩽ dim(E1) + . . .+ dim(Ek)

Partie II — C.N.S. pour qu’une somme de projecteurs soit un projecteur
Soit p1 et p2 deux projecteurs de E et q = p1 + p2. Le but de cette partie est de déterminer une condition nécessaire

et suffisante sur p1 et p2 pour que q = p1 + p2 soit un projecteur.

1. Montrer que, si p1 ◦ p2 = p2 ◦ p1 = 0L(E) alors q est un projecteur.
On suppose désormais que q est un projecteur.

2. (a) Montrer que Im(q) ⊂ Im(p1) + Im(p2)

(b) Justifier que Rang(q) = Rang(p1) + Rang(p2) et que

dim(Im(p1) + Im(p2)) ⩽ dim(Im(p1)) + dim(Im(p2))

(c) En déduire que Im(q) = Im(p1) + Im(p2) puis que Im(p1 + p2) = Im(p1)
⊕

Im(p2)

3. (a) Soit x ∈ E, montrer que p1(x) ∈ Ker(q − Id).
(b) En déduire que q ◦ p1 = p1 et q ◦ p2 = p2.
(c) En déduire qu’alors p2 ◦ p1 = 0L(E) et p1 ◦ p2 = 0L(E)

4. Conclure

Partie III — Généralisation
Soit un entier naturel k supérieur ou égal à 2. On considère des projecteurs de E, notés p1, p2, . . . , pk et on note qk =
p1 + p2 + . . .+ pk. On veut généraliser le résultat précédente à une somme de k ⩾ 2 projecteurs.

1. Montrer que si, pour tout couple (i, j) de J1, kK2 tel que i ̸= j, on a pi ◦ pj = 0L(E), alors qk est un projecteur.

On suppose dans toute la suite que qk est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple (i, j) de J1, kK2
tel que i ̸= j, on a pi ◦ pj = 0L(E).

2. (a) Montrer que Im(qk) est inclus dans Im(p1) + . . .+ Im(pk).
(b) Établir, grâce aux résultats de la partie 1, que Rang(qk) = dim(Im(p1) + . . . + Im(pk)), puis en déduire que

Im(qk) = Im(p1) + . . .+ Im(pk).
(c) Établir finalement l’égalité

Im(qk) = Im(p1)
⊕

. . .
⊕

Im(pk)

3. (a) Montrer que, pour tout j de J1, kK, on a l’égalité qk ◦ pj = pj .

(b) En déduire que, pour tout j de J1, kK, on a : ∀x ∈ E,

k∑
i=1

i ̸=j

pi (pj(x)) = 0.

(c) Montrer alors que, pour tout couple (i, j) de J1, kK2 tel que i ̸= j, on a pi ◦ pj = 0L(E).
4. Conclure quant à l’objectif de cette partie.
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